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Рассмотрены модификации некоторых моделей макроэкономики на основе введения вместо 

инерционных звеньев первого порядка инерционных звеньев первого порядка с кусочно-постоянными 

запаздываниями. Изучается устойчивость некоторых модифицированных моделей макроэкономики. 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Ключевые слова: динамические модели макроэкономики; инерционное звено с кусочно-

постоянным запаздываниям первого порядка; устойчивость модифицированных моделей. 

 

 

1. Введение 

Предложена модификация некоторого 

класса динамических моделей макроэкономики 

на основе моделирования переходных процес-

сов в таких моделях решениями линейных диф-

ференциальных уравнений с кусочно-

постоянными запаздываниями.  

Как известно, в динамических моделях 

экономики [4, 9, 12, 14, 21, 23, 25, 28, 44-48] 

используются инерционные и дискретные за-

паздывания между входными и выходными 

процессами. При этом инерционные запаздыва-

ния первого порядка определяют бесконечно 

длящиеся переходные процессы, что не всегда 

адекватно реальным процессам. Нами предло-

жено моделировать запаздывание между вход-

ным и выходным процессом линейным диффе-

ренциальным уравнением вида 

( ) ([ / ] ) ( ), 0Ty t y t T T x t t   , (1) 

где T   время (лаг) запаздывания (пе-

реходного процесса); [ / ]t T   целая часть числа 

/t T ; ( )x t   входной процесс; ( )y t   выходной 

процесс. Ниже для простоты изложения будем 

считать все функции заданными при 0t  и 

дифференцируемыми столько раз, сколько это 

необходимо для вывода моделей. В случае 

( ) 1x t  и (0) 0y  решение уравнения (1) имеет 

вид ( ) /y t t T  при 0 t T  и ( ) 1y t  при 

t T . Таким образом, переход из состояния 0  

в состояние 1  происходит по линейной зависи-

мости за время T . 

 

 

 

Подобные зависимости для моделей 

микроэкономики опубликованы в работах [32, 

33, 36, 37, 40, 41] (первые статьи относительно 

моделей макроэкономики:  [32, 34, 35-40]). В 

статье [29] сделан вывод, что принципиальная 

проблема противоречивости микро- и макро-

экономической теории в современной науке не 

преодолена окончательно. 

Далее для простоты изложения будем 

считать все функции заданными при 0t . 

Кроме специально оговоренных случаев, 

полагаем, что функции дифференцируемы 

столько раз, сколько это необходимо для вывода 

моделей. 

 

2. Модификация известных моделей 

 

2.1. Простейшая линейная модель ди-

намики чистого внутреннего продукта (ЧВП) с 

учетом запаздывания ввода индуцированных 

инвестиций [4, гл.3, 3.2, с.73-75; 3.3, с.75-79; 

гл.8, 8.1, с.225; 13, гл.2, 2.1, с.42-46; 14, гл.2, § 1, 

с.42-46; 21, гл.13, 13.3, с.327-331; 25, гл.XIII, § 1, 

с.414-419; 28, гл.2, § 2.1, с.21-22, гл.4, § 4.4, 

с.92-93; 44, гл.10, 1, А, с.270-271; 45, гл.14, 

14.1.1, с.491-497; 46, гл.2, 2.1, с.34-36; 48, ч.V, 

гл.18, 18.1, с.556-557]. 

Модифицированная модель ЧВП может 

быть записана в виде уравнения
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( ) ([ / ] ) ( ) ( ),Y t Y t Y t C t  

где ( )Y t   интенсивность воспроизводства ЧВП 

в  момент времени t ; ( )C t   интенсивность 

конечного непроизводственного потребления в 

момент времени t ;   лаг запаздывания ввода 

реальных индуцированных инвестиций; 

1/ B   технологический индекс роста (темп 

прироста); B   мощность, коэффициент аксе-

лератора, капиталоемкость ЧВП. В этой модели 

за основу берется макроэкономическое тожде-

ство ( ) ( ) ( )Y t I t C t , где ( )I t   интенсивность 

ввода реальных индуцированных инвестиций в 

момент времени t , причем в соответствии с 

моделью [14, гл.2, § 1, с.55-59] величина инве-

стиций определяется будущим приростом ЧВП, 

т.е. имеет место зависимость типа акселератора 

с лагом : ( ) ( )I t BY t . Последнее равенст-

во заменяем равенством 

( ) ([ / ] ) ( )I t B Y t Y t . 

2.2. Нелинейная модель Филлипса  Гуд-

вина динамики ЧВП [4, гл.3, 3.4, с.79-81, 3.5, 

с.81-83, гл.7, 7.1-7.3, с.191-199, гл.8, 8.2, с.226-

230; 9, гл.II, § 3, с.100-105; 12, гл.3, 3.1-3.5, с.40-

63; 18, 8.3, с.237; 21, гл.13, 13.3, с.330-331; 23, 

гл.5, § 3, с.146-162; 30, гл.4, 1, с.76-94; 47, гл.3, 

3-3, с.66]  

Модифицированный вариант модели А. 

Филлипса и Р.М. Гудвина в обозначениях нашей 

статьи принимает вид 

( ) ([ / ] ) ( ) ( ) ( )TY t Y t T T cY t I t A t , 

( ) ([ / ] ) ( ( )) ( )I t I t Y t t , 

где T   лаг запаздывания воспроизводства 

ЧВП;   лаг запаздывания ввода реальных 

индуцированных инвестиций; c   предельная 

склонность к потреблению; ( ) ( ) ( )a aA t C t I t  

 ( ) ( )x vE t G t   сумма интенсивностей авто-

номного потребления, автономных инвестиций 

чистого экспорта и государственных закупок в 

момент времени t ; ( )   функция нелинейно-

го акселератора индуцированных инвестиций; 

( )   неконтролируемое возмущение. В этой 

модели за основу берется макроэкономическое 

тождество ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D x vY t C t I t E t G t , где 

( )DY t   интенсивность спроса на ЧВП в момент 

времени t ; ( ) ( )C t cY t   интенсивность инду-

цированного потребления в момент времени t . 

Кроме того, предполагается, что интенсивность 

запланированных индуцированных инвестиций 

( )J t  в каждый момент времени t  определяется 

через нелинейный акселератор ( )J t  = ( ( ))Y t  

+ ( )t . Дифференциальные уравнения модели 

возникают в результате запаздывания воспроиз-

водства ЧВП ( )Y t  с лагом T  по отношению к 

спросу на ЧВП ( )DY t , а также в результате за-

паздывания ввода реальных индуцированных 

инвестиций ( )I t  по отношению к запланиро-

ванным индуцированным инвестициям ( )J t . 

Свойства функции ( )  можно найти в работе 

[4, гл.7, 7.3, с.196-199; 30, гл.4, 1.2, с.79-83]. 

2.3. Линейная односекторная модель ди-

намики валового внутреннего продукта (ВВП) 

[9, гл.II, § 3, с.94-99; 28, гл.3, § 3.3, с.60-61].  

Модифицированная модель динамики 

ВВП имеет вид 

1( ) ([ / ] ) ( ) ( ) ( )V V VV t V t J t A t t , 

2( ) ( ) ( ) ( )KK t K t V t t , 

3( ) ([ / ] ) ( ) ( )X X XT X t X t T T vK t t , 

4( ) ([ / ] ) ( ) ( )J J JJ t J t aX t t . 

Здесь K(t)  уровень основных производ-

ственных фондов (ОПФ, производственного 

капитала) в момент времени t; V(t)  интенсив-

ность ввода реальных валовых инвестиций в 

ОПФ в момент времени t; J(t)  интенсивность 

выделения запланированных валовых инвести-

ций в ОПФ в момент времени t; X(t)  интен-

сивность воспроизводства ВВП в момент вре-

мени t; A(t)  интенсивность автономных инве-

стиций в момент времени t;  V   лаг запазды-

вания ввода реальных инвестиций; K   норма 

амортизации ОПФ,  XT   лаг запаздывания вос-

производства ВВП; J   лаг принятия решения 

о выделении инвестиций, v  капиталоотдача; a 

 норматив инвестиций в ОПФ; ( )k , 1,4k   

неконтролируемые возмущения. Заметим, что в 

этой модели отдельные запаздывания могут 

быть инерционного или дискретного типа. 

2.4. Ранняя модель Калецкого динамики 

ВВП и ОПФ с учетом амортизации [4, гл.7, 7.4-

7.5, с.199-205; 21, гл.13, 13.3, с.327; 23, гл.5, § 3, 

с.146-162; 47, гл.3, 3-3, с.66] 

Модифицированная модель М. Калецкого 

имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( )K t K t V t t , 

2( ) ([ / ] ) ( ) ( ) ( ) ( )V t V t aV t bK t aA t t , 

где в основном приняты обозначения примера 3. 

Кроме того, 0 1a  и 0b   параметры мо-

дели. Для вывода уравнений модели были ис-

пользованы тождества ( )X t  = ( )C t  + ( )V t  + 

( )A t , где ( ) ( )C t cX t   интенсивность инду-

цированного потребления в момент времени t; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x vA t C t I t E t G t   сумма ин-

тенсивностей автономного потребления, авто-

номных инвестиций, чистого экспорта и госу-

дарственных закупок в момент времени t; 
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2( ) ( ) ( ) ( )J t asX t bK t t , где с  предельная 

склонность к потреблению (предельная норма 

непроизводственного потребления) относитель-

но ВВП; s =1  c   предельная склонность к 

сбережению (инвестированию) (предельная 

норма производственного накопления) относи-

тельно ВВП; J(t)  интенсивность выделения 

запланированных индуцированных ВВП и ОПФ 

валовых инвестиций в ОПФ в момент времени t; 

V(t)  интенсивность ввода реальных индуциро-

ванных ВВП валовых инвестиций в ОПФ в мо-

мент времени t, причем справедливо равенство 

( ) ([ / ] ) ( )V t V t J t . 

2.5. Неоклассическая нелинейная одно-

секторная модель Рамсея  Солоу  Свена 

(РСС) динамики ВВП с учетом запаздывания 

ввода инвестиций [5, Ч.III, гл.2, § 1, 1, с.241-246; 

6, л.8, 8.2, с.313-322; 7, § 1, с.69-75; 8, 1.1, с.22-

23, 3.4, с.186-198, 3.4.4.А-3.4.4.Б, с.199-202; 12, 

гл.4, 4.1, с.65-70;  13, гл.2, 2.2, с.46-48; 14, гл.2, § 

4, с.86-95; 18, 3.1, с.39-41; 19, § 1, с.51, § 4, с.72-

82; 20, гл.16, 16.1, с.470-477; 21, гл.10, 10.2, 

с.247-248; 22, гл.4, 4.1, с.105-112, 4.2, с.112-116; 

25, гл.XIII, § 3, с.442-451; 26, гл.V, § 1, с.156-

168; 28, гл.3, § 3.4, с.62-71, § 3.5, с.71-74, гл.6, § 

6.2, с.142-144;  43, л.4, 4.5, с.133-138; 44, гл.12, 

1, Б, с.339-343, В, с.343-347, гл.13, 1-4, с.372-

394; 45, гл.14, 14.1.2, с.422-531; 48, Ч.V, 18.1, 

с.560-566].  

Модифицированная модель РСС в абсо-

лютных показателях имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( )K t K t V t t , 

2( ) ([ / ] ) ( ( ), ( )) ( )V t V t sF K t L t t , 

где ( ) (0) tL t L e   уровень трудовых ресурсов в 

момент времени t;   норма амортизации ОПФ; 

V(t)  интенсивность ввода реальных валовых ин-

вестиций в ОПФ в момент времени t;   лаг ввода 

реальных валовых инвестиций; F(K,L)  неоклас-

сическая линейно однородная производственная 

функция (ПФ), ( )X t  = ( ( ), ( ))F K t L t ; s  пре-

дельная склонность к сбережению (инвестирова-

нию) по отношению к ВВП; 1( ) , 2 ( )   некон-

тролируемые возмущения. Перепишем модель 

РСС в относительных удельных показателях: 

( ) ( ) / ( )k t K t L t   капиталовооруженность (фон-

довооруженность); ( ) ( ) / ( )v t V t L t  подушевые, 

удельные инвестиции; ( ( ))f k t  = ( ( ),1)F k t  = 

( ( ), ( )) / ( )F K t L t L t   производительность труда. 

Выразим ( )K t  = ( ) ( ) ( ) ( )k t L t k t L t , ( )V t  = 

( ) ( ) ( ) ( )v t L t v t L t , подставим в исходные урав-

нения, разделим оба уравнения на L(t). Получим 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t v t t , 

2( ) ( ) ([ / ] ) ( ) ( ( )) ( )v t v t V t L t sf k t t . 

Далее вычислим 

([ / ] ) ( ) ([ / ] )exp( { / })V t L t v t t , 

где { / }t   дробная часть числа t/ . 

Модифицированная модель РСС динами-

ки ВВП с учетом запаздывания ввода инвестиций 

в относительных, удельных показателях имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t v t t , 

( ) ( ) exp( { / }) ([ / ] )v t v t t v t

2( ( )) ( )sf k t t . 

Заметим, что в модели запаздывание ввода инве-

стиций может быть либо инерционным, либо дис-

кретным. В случае дискретного переменного за-

паздывания с лагом ( )t  модель примет вид 

( ) ( ) ( )k t k t

1( ( ( )))exp( ( )) ( )sf k t t t t . 

2.6. Неоклассическая нелинейная односек-

торная модель РСС динамики ВВП с акселерато-

ром и с учетом запаздывания ввода инвестиций 

[27].  

Модифицированная модель РСС в абсо-

лютных показателях имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( )K t K t V t t , 

)]/([)( tVtV  

)]/([)( tVtV

)()()()()( 2 ttAtCtXBtX , 

где к обозначениям примера 2.5 дополнительно 

введено: C(t)  интенсивность конечного непроиз-

водственного потребления в момент времени t; B  

мощность (коэффициент) акселератора ВВП; 

( )A t  = ( )aC t  + ( )aI t  + ( )xE t  + ( )vG t   сумма 

интенсивностей автономного потребления, авто-

номных инвестиций, чистого экспорта и госу-

дарственных закупок в момент времени t; F(K,L) 

 неоклассическая линейно однородная непре-

рывно дифференцируемая ПФ воспроизводства 

ВВП, X(t) = F(K(t), L(t)). В этой модели за основу 

взято макроэкономическое равенство ( )X t  = 

( )I t  + ( )J t  + ( )C t  + ( )A t  + 2 ( )t , где ( )I t  = 

( )BX t   интенсивность ввода реальных индуци-

рованных (приростом ВВП) инвестиций в момент 

времени t (зависимость типа акселератора); J(t)  

интенсивность выделения запланированных вало-

вых инвестиций в ОПФ в момент времени t; 1( ) , 

2 ( )   неконтролируемые возмущения. 

Аналогично примеру 2.5 перепишем мо-

дель РСС в относительных показателях. Восполь-

зуемся равенствами  

( )X t  = ( ( ), ( )) ( )
F

K t L t K t
K

 + 

 + ( ( ), ( )) ( )
F

K t L t L t
L

 = 

)()))(()())((()())(( tLtkftktkftKtkf , 
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так как в [5, ч.III, § 2, с.219] показано, что 
/ ( )F K f k , / ( ) ( )F L f k kf k . Отсюда 

получим, что ( ) / ( )X t L t  = ( ( ))( ( ) ( ))f k t k t k t  

+ ( ( ( )) ( ) ( ( ))f k t k t f k t . 

Итак, в относительных показателях мо-

дель имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t v t t , 

)()())(()( tvtktkfBtv

)]/([})/{exp( tvt  

)()()())(()1( 2 ttatctkfB . 

2.7. Неоклассическая нелинейная двухсек-

торная модель с запаздыванием ввода инвести-

ций [5, ч.III, §1, 2, с.246-250; 8, 3.4.4.В, с.202-

204; 12, гл.4, 4.2, с.70-75; 13, гл.2, 2.2, с.54-56; 

20, гл.16, 16.3, с.491-504; 28, гл.2, § 2.6, с.48-49]  

Модификация этой модели в абсолютных 

показателях имеет вид 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )K t K t V t t , 

)())(),(()]/([)( 211111111 ttLtKsFtVtV , 

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ( )K t K t V t t , 

)]/([)( 22222 tVtV

)())(),(()1( 4111 ttLtKFs , 

2 2 2( ) ( ( ), ( ))C t F K t L t , 

1( ) ( ),L t qL t 2 ( ) (1 ) ( )L t q L t , ( ) (0) tL t L e . 

Здесь 1( )X t  = 1 1 1( ( ), ( ))F K t L t  и 2( )X t  = 

2 2 2( ( ), ( ))F K t L t   интенсивности валовых вы-

пусков двух секторов некоторой экономики в 

момент времени t; 1 1 1( , )F K L и 2 2 2( , )F K L   не-

оклассические линейно однородные ПФ этих 

секторов; 1 и 2  нормы амортизации ОПФ 

этих секторов; 1( )K t  и 1( )L t   уровни ОПФ и 

трудовых ресурсов первого сектора в момент 

времени t; 2 ( )K t  и 2 ( )L t   уровни ОПФ и тру-

довых ресурсов второго сектора в момент вре-

мени t; 1( )V t  и 2 ( )V t   интенсивности ввода ре-

альных валовых инвестиций в ОПФ в момент 

времени t; 1  и 2   лаги запаздываний ввода 

реальных валовых инвестиций; 0 s , 1q   

доли (нормативы) распределения инвестиций и 

трудовых ресурсов по секторам; C(t)  интен-

сивность конечного непроизводственного по-

требления в момент времени t. 

Далее, обозначив 1 1 1( ) ( ) / ( )k t K t L t , 

2 2 2( ) ( ) / ( )k t K t L t , 1 1 1( ) ( ) / ( )v t V t K t , 

2 2 2( ) ( ) / ( )v t V t K t , 1 1 1 1( ( )) ( ( ),1)f k t F k t , 

2 2 2 2( ( )) ( ( ),1)f k t F k t , 

из первых четырех уравнений модели получаем 

систему 

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t v t t , 

)]/([})/{exp()()( 111111111 tvttvtv

1 1 1( ( )) ( )sf k t t , 

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t v t t , 

)]/([})/{exp()()( 222222222 tvttvtv

1 1 4(1 ) ( ( )) ( )s f k t t . 

Аналогично могут быть рассмотрены и 

записаны некоторые трехсекторные модели (см., 

например, [8, 3.4.4.Г, с.204-209; 22, 4.4, с.121-

126; 28, гл.2, § 2.6, с.48-49]). 

2.8. Неоклассическая нелинейная модель 

Занга динамики ВВП с учетом запаздывания 

ввода инвестиций в ОПФ и запаздывания обра-

зования человеческого капитала [18, 4.4, с.94-

101]  

Модифицированная модель В.-Б. Занга в 

абсолютных показателях имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( )KK t K t V t t , 

2( ) ([ / ] ) ( ) ( ) ( )V V VV t V t sX t A t t , 

)()( tQtQ Q

)())(),(),(/)(()( 311 ttQtLtLtXcHtX , 

4( ) ([ / ] ) ( ) ( )G G GG t G t Q t t , 

где L(t)  уровень общих трудовых ресурсов в 

момент времени t; ( ) (0) tL t L e ; 1( )L t   уро-

вень трудовых ресурсов умственного труда в 

момент времени t; 1 1L qL , где 0 1q ; 2 ( )L t  

 уровень трудовых ресурсов физического труда 

в момент времени t; 2 (1 )L q L , ( )k , 1,4k , 

 неконтролируемые возмущения. Пусть, далее, 

X(t)  интенсивность воспроизводства ВВП в 

момент времени t; 2( ) ( ( ), ( ), ( ))X t F K t L t G t , 

где 2( , , )F K L G   неоклассическая линейно од-

нородная ПФ; K(t)  уровень ОПФ в момент 

времени t, G(t)  реальный уровень человече-

ского капитала (ЧК) (знаний) в момент времени 

t, Q(t)  потенциальный (будущий) уровень ЧК 

(знаний) в момент времени t, K  норма амор-

тизации ОПФ, 
Q

  норма обесценивания ЧК 

(знаний), индекс обесценивания знаний, с1 и с2  

соответствующие нормы потребления для ра-

ботников умственного и физического труда, 

причем, с1 > с2, 2 2 11 ( )s c c c q ,   коэф-

фициент эффективности обучения работников 

физического труда, ( )H t  = 

1 1( ( ) / ( ), ( ), ( ))H c X t L t L t Q t   интенсивность 

вклада работников умственного труда в процесс 

накопления знаний. Функция ( , , )H H x y z  

является дважды непрерывно дифференцируе-

мой по всем аргументам неоклассической ПФ, 

причем по второму и третьему аргументам об-

ращается в нуль, если хотя бы один аргумент 

равен нулю. Кроме того, для любых чисел y > 0 

и z > 0 справедливы неравенства / 0H x , 
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2 2/ 0H x  и существует lim ( , , )
x

H x y z . При-

мер этой функции см.: [18, 4.4, с.96]. Как и в 

примере 6, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x vA t C t I t E t G t   

сумма интенсивностей автономного потребле-

ния, автономных инвестиций, чистого экспорта 

и государственных закупок в момент времени t.  

Перейдем к модели в относительных по-

казателях k(t),  ( )v t , ( ( ))f k t , ( ) ( ) / ( )q t Q t L t   

удельного (подушевого) потенциального уровня 

знаний; ( ) ( ) / ( )g t G t L t   удельного (подуше-

вого) реального уровня знаний и ( ( ), ( ))h k t g t  = 

1 1( ( ( )), ( ), ( )) / ( )H c f k t L t G t L t   удельного (по-

душевого) вклада работников умственного тру-

да в процесс накопления знаний. Получим сле-

дующую систему: 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Kk t k t v t t , 

)()( tvtv VV

)]/([})/{exp( VVVV tvt  

2( ( )) ( ) ( )sf k t a t t , 

)()()( tqtq Q

)())(),(())(( 3 ttgtkhtkf , 

)()( tgtg GG

)/]/([})/{exp( GGGG tgt  

4( ) ( )q t t . 

2.9. Неоклассическая нелинейная двухсек-

торная модель Удзавы  Лукаса динамики ВВП 

и человеческого капитала с учетом запаздыва-

ния ввода инвестиций в ОПФ и с учетом запаз-

дывания образования человеческого капитала 

[17; 49, гл.4, 4.3; 52; 53]. 

Модифицированная модель Х. Удзавы и 

Р.Е. Лукаса (мл.) в абсолютных показателях 

имеет вид 

1( ) ( ) ( ) ( )KK t K t V t t , 

( ) ([ / ] )V VV t V t

))(),())(1(),(( tGtGtutKFX

)()()( 2 ttAtC , 

3( ) ([ / ] ) ( ) ( )G G Gg t g t h t t , 

4( ) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( )H hh t h t f u t h t g t t . 

Здесь ( ) (0) tL t L e   уровень общих 

трудовых ресурсов в момент времени t; u(t)  

доля времени обучения, затраченного на обра-

зование в момент времени t; ( ) ( ) ( )G t g t L t   

реальный уровень ЧК (знаний) в обществе в 

момент времени t; ( ) ( ) ( )H t h t L t   потенци-

альный (будущий) уровень ЧК (знаний) в обще-

стве в момент времени t; ( ) ( ) ( )G t g t L t   об-

щественный уровень ЧК (знаний) (уровень об-

разовательных услуг, оплачиваемых государст-

вом) в момент времени t. Соответственно обо-

значено: g(t)  реальный индивидуальный сред-

ний уровень ЧК (знаний) в момент времени t; 

h(t)  потенциальный (будущий) индивидуаль-

ный средний уровень ЧК (знаний) в момент 

времени t; ( )g t   общественный средний уро-

вень ЧК (знаний) (уровень образовательных 

услуг на одного человека, оплачиваемый госу-

дарством) в момент времени t. Далее обозначе-

но: V(t)  интенсивность реальных валовых ин-

вестиций в ОПФ в момент времени t; C(t) – ин-

тенсивность конечного непроизводственного 

потребления в момент времени t; ( )A t  = ( )eA t  

+ ( )aI t  + ( )xE t  + ( )vG t   сумма интенсивно-

стей внешних, автономных инвестиций чистого 

экспорта и государственных закупок в момент 

времени t; K   норма амортизации ОПФ; H  

 норма амортизации ЧК (включает в себя поте-

ри от снижения квалификации, смертности и 

выигрыш от приобретения опыта). Кроме того, 

( , (1 ) , )XF K u G G   неоклассическая и линейно 

однородная по первым двум аргументам, а так-

же непрерывно дифференцируемая по всем ар-

гументам ПФ воспроизводства ВВП, ( )X t  = 

( ( ),XF K t  (1 ( )) ( ), ( ))u t G t G t , функция 

( , , , )XF  обращается в нуль, если хотя бы 

один из ее аргументов равен нулю, причем эла-

стичность такой ПФ по третьему аргументу 

больше нуля и не больше единицы. Введена 

также дважды непрерывно дифференцируемая 

по всем аргументам функция ( , , )hf u h g   ПФ 

(сектора) образования, обращающаяся  в нуль, 

если хотя бы один из ее аргументов равен нулю. 

Предположено, что / 0hf u , 2 2/ 0hf u  

при 0 1u ; / 0hf h  при h  0 и существует 

такое ˆ 0h , что 2 2/ 0hf h  при ˆ0 h h , 

2 2/ 0hf h  при ˆh h  и 2 2/ 0hf h  при 

ˆh h . Кроме того, функция hf  является не-

оклассической линейно однородной ПФ по вто-

рому и третьему аргументам с эластичностью 

замещения (0, )hg
. Примеры функций XF  

и hf  можно найти в работе [17]. 

Перейдем к модели в относительных по-

казателях k(t), v(t), g(t), h(t),  

( ( ),(1 ( )) ( ), ( ))Xf k t u t g t g t

( ( ), (1 ( )) ( ), ( )) / ( )XF K t u t G t G t L t  

( ( ),(1 ( ) ( ), ( ))XF k t u t g t g t . 

Получим следующую систему: 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Kk t k t v t t , 

( ) ( )V Vv t v t  

exp( { / }) ([ / ] )V V V Vt v t  

2( ( ),(1 ( )) ( ), ( )) ( ) ( ) ( ),Xf k t u t g t g t c t a t t

3( ) ([ / ] ) ( ) ( )G G Gg t g t h t t , 
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4( ) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( )H hh t h t f u t h t g t t . 

2.10. Неоклассическая нелинейная одно-

секторная модель Тобина  Сидрауски динами-

ки ВВП с учетом денежного рынка [18, 3.3, 

с.46-48, 9.5, с.280; 48, ч.V, гл.18, 18.2, с.566-574, 

18.3, с.574-579]  

Модифицированные варианты модели 

Дж.Тобина и М.Сидрауски в относительных, 

удельных, подушевых показателях имеют сле-

дующий вид:  

а) в случае статических ожиданий 

( ) ( )e t t , или ( ) ( )e t t : 

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )( ( ( ))k t s k t sf k t cm t f k t

1( ) ( ( ), ( ))) ( ) ( )nz t r k t m t a t t , 

( ) ( )( ( ( )) ( )nm t m t f k t z t

2( ) ( ( ), ( ))) ( )r k t m t t ; 

б) в случае статических ожиданий 

( ) ( )e t t : 

( ) ( ) ( )k t s k t  

( ( )) ( )( ( ( ))sf k t cm t f k t  

1( ) ( ( ), ( ))) ( ) ( )nz t r k t m t a t t , 

( ) ( )( ( ( )) ( )nm t m t f k t z t

2( ) ( ( ), ( ))) ( )r k t m t t ; 

в) в случае стандартных адаптив-

ных ожиданий ( ) ( ( ) ( ))e et t t , или 

( ) ( ) ( )e et t t  при 1 : 

( ) ( ) ( ( )) ( )k t cm t sf k t s k t

1( ) ( ) ( )c m t a t t , 

( )(1 ( ) ( ( ), ( )))m t m t D k t m t

( ) ( ( ), ( )) ( )m t B k t m t k t  

/ nm t f k t z t

2( ) ( ( ), ( )) ( )r k t m t t ; 

г) в случае адаптивных ожиданий 

( ) ([ / ] ) ( )e et t t : 

( ) ( )k t cm t

1( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sf k t s k t c m t a t t , 

( )(1 ( ) ( ( ), ( )))m t m t D k t m t

( ) ( ( ), ( )) ( )m t B k t m t k t  

( )( ( ([ / ] )) ( )nm t f k t z t

2( ) ( ([ / ] ), ([ / ] )) ( )r k t m t t . 

Здесь и ниже используются следующие 

обозначения: ( )nK t  и ( )nL t   номинальные 

уровни (уровни в денежном выражении в номи-

нальных ценах) ОПФ и трудовых ресурсов в 

момент времени t; ( )K t  и ( )L t   реальные 

уровни (уровни в денежном выражении в реаль-

ных ценах) ОПФ и трудовых ресурсов в момент 

времени t; ( ) ( ) / ( )nK t K t P t , ( ) ( ) / ( )nL t L t P t , 

где ( )P t   номинальный уровень цен в стране в 

момент времени t; ( ) (0) tL t L e . Соответствен-

но определяем: ( )nX t   интенсивность воспро-

изводства номинального ВВП в стране в момент 

времени t; ( )X t   интенсивность воспроизвод-

ства реального ВВП в стране в момент времени 

t; ( )X t  = ( ) / ( )nX t P t . Полагаем, что ( )X t  = 

( ( ), ( ))F K t L t , где ( , )F K L   дважды непрерыв-

но дифференцируемая по всем аргументам ли-

нейно однородная неоклассическая ПФ. Спра-

ведливы равенства ( )nX t  = ( ( ), ( ))n nF K t L t  и 

( ) / ( )n nX t L t  = ( ) / ( )X t L t  = ( ( ),1)F k t  = 

( ( ))f k t   интенсивность (реальной) производи-

тельности труда в момент времени t, где 

( ) ( ) / ( ) ( ) / ( )n nk t K t L t K t L t   уровень (реаль-

ной) капиталовооруженности в момент времени 

t.  

Заметим, что если   норма амортиза-

ции ОПФ в реальных ценах, то для нормы амор-

тизации ( )n t  в номинальных ценах справедли-

во равенство ( ) ( )n t t , где 

( ) ( ) / ( )t P t P t   индекс изменения номи-

нального уровня цен  (скорость, индекс, темп 

инфляции) в момент времени t. Действительно, 

если динамика реального уровня ОПФ описыва-

ется уравнением ( ) ( ) ( )K t K t V t , где ( )V t  

 интенсивность реальных валовых инвестиций 

в ОПФ в момент времени t, то замены 

( ) ( ) / ( )nK t K t P t , ( ) ( ) / ( )nV t V t P t  приводят к 

уравнению ( ) ( ( )) ( ) ( )n n nK t t K t V t , где 

( )nV t   интенсивность номинальных валовых 

инвестиций в ОПФ в момент времени t. 

В основу модели для ОПФ взято макро-

экономическое равенство ( )X t  + 1( )t  = ( )C t  

+ ( )V t  + ( )xE t  + ( )vG t , где ( )C t   интенсив-

ность реального конечного непроизводственно-

го потребления в момент времени t; ( )xE t   

интенсивность реального чистого экспорта в 

момент времени t; ( )vG t   интенсивность ре-

альных государственных закупок в момент вре-

мени t. Определим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x vA t C t I t E t G t   сумма ин-

тенсивностей реального автономного конечного 

непроизводственного потребления, реальных 

автономных инвестиций, реального чистого 

экспорта и реальных государственных закупок в 

момент времени t; ( ) ( ) / ( )a t A t L t ; 1( )  и 2 ( )  

 неконтролируемые возмущения. 

В основу модели для денежного рынка 

положены следующие обозначения и предполо-

жения: ( )nM t  и ( )M t   соответственно номи-

нальный и реальный уровни (количества) де-
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нежных запасов в стране в момент времени t; 

( ) ( ) / ( )nM t M t P t ; ( ) ( ) / ( )n nm t M t L t  и 

( ) ( ) / ( )m t M t L t   соответственно подушевые, 

удельные уровни (количества) номинальных и 

реальных денег (денег в номинальных и реаль-

ных ценах) в момент времени t; 

( ) ( ) / ( )n n nz t M t M t  и ( ) ( ) / ( )z t M t M t   со-

ответственно индексы роста номинальных и 

реальных денежных накоплений в стране в мо-

мент времени t; ( ) ( ) ( )nz t z t t ; ( )nr t  и ( )r t   

соответственно интенсивности ожидаемого но-

минального и реального удельного, подушевого 

притока денег на капитал в момент времени t; 

( ) ( ) / ( )nr t r t P t ; ( )nR t  и ( )R t   соответственно 

интенсивности ожидаемого номинального и 

реального притока денег в стране в момент вре-

мени t;  ( ) ( ) / ( )n nr t R t L t , ( ) ( ) / ( )r t R t L t . 

Величины ( )nr t  и ( )r t  определяются из 

равенства номинальных уровней спроса и пред-

ложения на деньги (из равенства спроса и пред-

ложения на номинальные деньги) в момент вре-

мени t: 

, ,( ) ( ) ( )S n n D nM t M t M t

( ( ), ( ), ( ))n n n nLP X t W t R t , 

где функция номинального спроса на деньги 

( , , )nLP  является непрерывно дифферен-

цируемой по всем аргументам, линейно одно-

родной, ( )nW t  = ( )nK t  + ( )nM t  и ( )W t  = ( )K t  

+ ( )M t   соответственно номинальный и ре-

альный уровни (уровни номинального и реаль-

ного) благосостояния в стране в момент време-

ни t. 

Перейдем к относительным показателям: 

( ) ( ) /n nm t M t P t L t

( ( ), ( ), ( )) /( ( ) )n n n nLP X t W t R t P t L t  

( ( ), ( ),lp x t w t r t , 

где ( )x t  = ( ( ))f k t   интенсивность воспроиз-

водства реального подушевого, удельного ВВП 

в реальных ценах в момент времени t; ( )w t  = 

( )k t  + ( )m t   реальный удельный, подушевой 

уровень благосостояния в стране в момент вре-

мени t. 

Предполагается, что функция 

( , , )lp  реального удельного, подушевого 

спроса на деньги возрастает по первым двум 

аргументам и убывает по третьему аргументу, 

причем ( ) / 1lp w . В таком случае существу-

ет неявно заданная функция ( , )r r k m , причем 

/ 0r k , / 0r m . В модели также предпо-

лагается зависимость ( ) ( ( ))r t f k t   

2( ) ( )e t t , где ( ) ( ) / ( )e e et P t P t   индекс 

изменения ожидаемого (номинального) уровня 

цен (ожидаемая скорость, ожидаемый индекс, 

ожидаемый темп инфляции) в момент времени t.  

Используют несколько гипотез инфляци-

онных ожиданий: а) «наивные», статические 

или стационарные ожидания того, что инфляци-

онные ожидания всегда соответствуют действи-

тельной инфляции [43, л.8, 8.3, с.230; 45, гл.10, 

10.2.2, с.302], т.е. ( ) ( )e t t . В качестве вари-

анта таких ожиданий рассматривают статиче-

ские ожидания с лагом запаздывания , т.е. 

( ) ( )e t t , или ( ) ( )e t t . В этом слу-

чае будем брать зависимость ( )r t  = ( ( ))f k t   

 + ( )e t  + 2 ( )t . В дальнейшем оказыва-

ется, что эти два типа ожиданий приводят к 

одинаковой модели.  

Рассматривают также следующие гипоте-

зы об инфляционных ожиданиях: б)  статиче-

ские ожидания с лагом опережения , т.е. 

( ) ( )e t t , или ( ) ( )e t t ; в этом слу-

чае берем зависимость ( )r t  = ( ( ))f k t    + 

( )e t  + 2 ( )t ; в) стандартные адаптивные ожи-

дания того, что в каждый момент времени t ско-

рость ожиданий ( )e t  измеряется пропорцио-

нально ошибке наблюдения ( )t   ( )e t , т.е. 

( ) ( ( ) ( ))e et t t , где 0   коэффициент 

ожиданий, параметр адаптации (ожиданий) [18, 

5.5, с.127; 43, л.2, 2.6, с.64-65, л.6, 6.5, с.189-190, 

л.8., 8.2, с.228]. Можно переписать это уравне-

ние в виде ( )e t  + ( )e t  = ( )t , где 1   

лаг запаздывания ожидаемого индекса инфляции. 

И, наконец, рассмотрим гипотезу г) адаптивного 

ожидания вида ( ) ([ / ] ) ( )e et t t . 

Далее введем уравнения для величины  

( ) ( ) / ( ) ( ) /( ( ) ( ))n n nm t M t L t M t P t L t

( ) / ( )M t L t . 

Действительно, справедливы равенства  

( ) / ( ) ( ) / ( )n nm t m t M t M t

( ) / ( ) ( ) / ( )L t L t P t P t  

( ) ( )nz t t , 

откуда  

( ) ( )( ( ) ( ))nm t m t z t t . 

Как показано в работе [18, 3.3, с.46-47], в 

случае «наивных» ожиданий ( )e t  = ( )t  = 

( )r t   ( ( ))f k t  +   1( )t  и получаем уравне-

ние 

( ) ( )( ( ( )) ( )nm t m t f k t z t

2( ) ( ( ), ( ))) ( )r k t m t t . 

В случае стационарных ожиданий 

( ) ( )e t t  и зависимости ( )r t  = ( ( ))f k t   

2( ) ( )e t t  приходим к такому же уравне-
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нию. В случае стандартных адаптивных ожида-

ний из равенства ( )r t  = ( ( ))f k t    + ( )e t  + 

2 ( )t  выводим 

( ) ( ) ( )e et t t

2( ( ) ( ( )) ( ) ( ))r t f k t k t t  

2( ( ) ( ( )) ( ))r t f k t t  

2( ) ( ( ( )) ( ) ( ( ))) ( )r t f k t k t f k t t , 

где 

( ) ( ) ( )r t r t r t , 
2 2 2( ) ( ) ( )t t t . 

Вычислим  

( ) ( ) ( )r t r t r t

( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )
r r

k t m t k t k t m t m t
k m

 

( ( ), ( ))r k t m t . 

Окончательно получаем 

( ) ( ) / ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )t P t P t B k t m t k t D k t m t m t

2( ( ), ( )) ( ( )) ( )r k t m t f k t t , 

где 

( ( ), ( ( ), ( )) ( ( ))
r

B k t m t k t m t f k t
k

, 

 ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
r

D k t m t k t m t
m

. 

Подставим полученное выражение для 

( )t  в уравнение ( ) / ( ) ( ) ( )nm t m t z t t , 

выведем уравнение  

( )(1 ( ) ( ( ), ( )))m t m t D k t m t

( ) ( ( ), ( )) ( )m t B k t m t k t  

( )( ( ( )) ( )nm t f k t z t

2( ) ( ( ), ( ))) ( )r k t m t t . 

В случае адаптивных ожиданий вида 

( ) ([ / ] ) ( )e et t t  аналогичное уравнение 

примет вид 

( )(1 ( ) ( ( ), ( )))m t m t D k t m t

( ) ( ( ), ( )) ( )m t B k t m t k t  

( )( ( ([ / ] )) ( ) ( )nm t f k t z t

2( ([ / ] ), ([ / ] ))) ( )r k t m t t . 

И, наконец, в случае статических ожида-

ний вида ( ) ( )e t t  и зависимости 

2( ) ( ) ( ( )) ( )e t r t f k t t  приходим к 

уравнению 

( ) ( )( ( ( ))m t m t f k t

2( ) ( ( ( ), ( ))) ( )nz t r k t m t t . 

Для вывода первого уравнения модели 

используется зависимость ( ) ( ) ( )v aC t cY t C t , 

где ( ) ( ) ( ) ( )vY t X t K t M t   интенсивность 

реального располагаемого дохода (РРД) в мо-

мент времени t; c  предельная склонность к 

потреблению относительно РРД; 1s c   пре-

дельная склонность к сбережению относительно 

РРД. 

Далее из макроэкономических равенств  

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v x vX t t cY t V t E t G t

( ) ( ) ( ) ( )vcY t K t K t A t , 

( ) ( ) ( ) ( )vY t X t K t M t  

получаем, что 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )vK t K t X t cY t A t t

1( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )X t c X t K t M t A t t

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )sX t cK t cM t A t t , 

откуда следует уравнение 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K t sK t sX t cM t A t t . 

Переходим к относительным реальным 

показателям ( )k t , ( )x t  = ( ( ))f k t , ( )a t  = 

( ) / ( )A t L t , 1( )t  = 1( ) / ( )t L t . В результате для 

динамики капиталовооруженности получим 

уравнение 

( ) ( ) ( )k t s k t

1( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )sf k t c m t m t a t t , 

или, по-другому, 

( ) ( )k t cm t

1( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sf k t s k t c m t a t t . 

В случае статических ожиданий 

( ) ( )e t t  это уравнение можно упростить 

(см., например, [18, 3.3, с.47]), подставив выра-

жение для ( )m t  из другого уравнения. В итоге 

получим 

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )( ( ( ))k t s k t sf k t cm t f k t

1( ) ( ( ), ( )) ( ) ( )nz t r k t m t a t t . 

В случае статических ожиданий 

( ) ( )e t t  это уравнение может быть пре-

образовано к виду 

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )( ( ( ))k t s k t sf k t cm t f k t

1( ) ( ( ), ( )) ( ) ( )nz t r k t m t a t t . 

 

3. Устойчивость модифицированных 

моделей 

 

В предлагаемой статье методом мо-

дельных уравнений [1-3] исследованы на устой-

чивость некоторые модификации моделей эко-

номики. Рассмотрим несколько примеров 

применения теоремы 3 из статьи [31] (см. также 

работы А.И. Башкирова [10, 11] и А.И. 

Домошницкого с соавторами [16, 51]) для 

исследования устойчивости решений 

периодических линейных функционально-

дифференциальных уравнений с последствием 

(ЛФДУП), возникающих при моделировании 

задач экономики. 

3.1. Простейшая линейная модель дина-

мики чистого валового продукта (ЧВП) с уче-
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том запаздывания ввода индуцированных инве-

стиций  

Модифицированная модель ЧВП может 

быть записана в виде уравнения 

( ) ([ ] ) ( ) ( )Y t Y t Y t C t , 0t . 

Здесь ( )Y t  – интенсивность воспроизвод-

ства ЧВП в момент времени t , ( )C t  – интен-

сивность конечного непроизводственного по-

требления в момент времени t ,  – лаг запаз-

дывания ввода реальных индуцированных инве-

стиций, 1 B  – технологический индекс рос-

та (темп прироста), B  – мощность (коэффици-

ент) акселератора, (приростная) капиталоем-

кость ЧВП, коэффициент инвестиций. В этой 

модели за основу берется макроэкономическое 

тождество ( ) ( ) ( )Y t I t C t , где ( )I t  – интен-

сивность ввода реальных индуцированных ин-

вестиций в момент времени t , причем величина 

инвестиций определяется будущим приростом 

ЧВП, т.е. имеет место зависимость типа акселе-

ратора с лагом : ( ) ( )I t BY t . Последнее 

равенство заменяем равенством 

( ) ( ([ ] ) ( ))I t B Y t Y t . 

Докажем неустойчивость нулевого 

решения периодического линейного 

однородного уравнения второго порядка  

      ( ) ([ ] ) ( ) 0x t x t x t , 0t .      (2) 

Фундаментальные решения 1x  и 2x  

уравнения (2) на отрезке ][0, , 

удовлетворяющие соответственно начальным 

условиям 1=(0)1x , 1(0) 0x , 0=(0)2x , 

2(0) 1x , имеют вид 1( ) ch( )x t t , 

2( ) 1/ ch( ) 1/ sh( ) 1/x t t t , где 

/ . 

Матрица монодромии ( )X  

эквивалентной двумерной системы имеет вид  

1 2

1 2

( ) ( )
( ) =

( ) ( )

x x
X

x x
, 

где 1( ) = ch( )x ,  1( ) = sh( )x , 

2 ( ) = 1/ ch( )x  

1/ sh( ) 1/ , 

2 ( ) = 1/ sh( ) ch( )x . 

Отсюда находим коэффициенты 

1 =1/ sh( ) 2ch( )a  

и 

2

1
=1 sh( )a  

характеристического уравнения 
2

1 2 = 0a a  

для собственных чисел 1  и 2  матрицы ( )X . 

Оба корня этого уравнения по модулю 

меньше единицы тогда и только тогда, когда 

выполнены неравенства (см., например, [15, гл. 

III, §  16, с. 190])  

1 21 > 0,a a  1 21 >1,a a  21 > 0.a  

В нашем случае получается, что 

0<)ch2(1=1 21 aa , т.е. тривиальное 

решение уравнения (2) неустойчиво. 

3.2. Линейная модель Филлипса – Гудвина 

динамики ЧВП  

Модифицированный вариант модели А. 

Филлипса и Р.М.Гудвина в обозначениях статьи 

принимает вид 

( ) ([ ] )TY t Y t T T  = ( ) ( ) ( )cY t I t A t , 0t . 

Здесь в обозначениях примера 3.1 интен-

сивность индуцированных инвестиций ( )I t  оп-

ределяется через линейный акселератор 

( ) ( ) ( )I t BY t t , где ( )t  – неконтролируе-

мое возмущение, T  – лаг запаздывания воспро-

изводства ЧВП, c – предельная склонность к 

потреблению, ( )A t  = ( )aC t  + ( )aI t  + 

( ) ( )x vE t G t  – сумма интенсивностей автоном-

ного потребления, автономных инвестиций, 

чистого экспорта и государственных закупок в 

момент времени t .  

В этой модели за основу берется макро-

экономическое тождество ( )DY t  = ( )C t  + 

( ) ( ) ( )x vI t E t G t , где ( )DY t  – интенсивность 

спроса на ЧВП в момент времени t , 

( ) ( )C t cY t  – интенсивность индуцированного 

конечного непроизводственного потребления в 

момент времени t , c  – предельная склонность 

к потреблению. Дифференциальное уравнение 

модели возникает в результате запаздывания 

воспроизводства ЧВП ( )Y t  с лагом T  по отно-

шению к спросу на ЧВП ( )DY t , а также вследст-

вие эффекта акселерации. 

Будем изучать при BT  

экспоненциальную устойчивость тривиального 

решения T периодического линейного 

однородного уравнения первого порядка  

     ( ) ( ) ([ ] ) ( ) 0T B Y t Y t T T cY t , 0t .   (3) 

На отрезке ][0,T  фундаментальное 

решение 1Y  этого уравнения определено 

формулой  

))/((exp1)(1/1/=)(1 BTctcctY , 

откуда  

))/((exp1)(1/1/=)(1 BTcTccTY . 

Проверка неравенства 1<|)(| 1 TY  

приводит к критерию: тривиальное решение 

уравнения (3) экспоненциально устойчиво тогда 

и только тогда, когда выполнено неравенство 
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BT > . Неустойчивость имеет место в случае 

BT < . 

3.3. Линейная односекторная модель ди-

намики валового внутреннего продукта (ВВП) с 

равномерным способом начисления амортиза-

ции  

Модифицированная модель динамики 

ВВП имеет вид 

    ( ) ([ ]) ( ) ( ) ( )K t K t V t A t t , 0t .     (4) 

Здесь ( )K t  – уровень ОПФ (производст-

венного капитала) в момент времени t ,  – 

норма амортизации ОПФ, ( ) ( )V t aX t  – интен-

сивность ввода реальных валовых инвестиций в 

ОПФ в момент времени t , a  – норматив инве-

стиций в ОПФ, ( ) ( )X t vK t  – интенсивность 

воспроизводства ВВП в момент времени t , v  – 

капиталоотдача, ( )A t  – интенсивность авто-

номных инвестиций в момент времени t , ( )  – 

неконтролируемое возмущение. 

На отрезке ][0,T  фундаментальное 

решение 1K  уравнения (4) определено 

формулой ),/()(exp))/((1=)(1 avavtavtK  

откуда )/()(exp))/((1=(1)1 avavavK . 

Проверка неравенства 1<|(1)| 1K  приводит к 

критерию: тривиальное решение уравнения (4) 

при 0)(tV , 0)(tA , 0)(t  

экспоненциально устойчиво тогда и только 

тогда, когда выполнено неравенство <av . 

Неустойчивость имеет место в случае >av . 

Нулевое решение устойчиво (но не 

экспоненциально) при =av . 

3.4. Линейная односекторная модель 

Рамсея – Солоу – Свена (РСС) динамики ВВП с 

равномерным способом начисления амортиза-

ции  

Модифицированная модель РСС в абсо-

лютных показателях имеет вид 

( ) ([ ]) ( ) ( )K t K t V t t , 0t . 

Здесь в обозначениях примера 3.3: ( )K t  – 

уровень ОПФ (производственного капитала) в 

момент времени t ,  – норма амортизации 

ОПФ, ( ) ( )V t sX t  – интенсивность ввода ре-

альных валовых инвестиций в ОПФ в момент 

времени t , s  – предельная склонность к сбере-

жению (инвестированию) по отношению к ВВП, 

( )X t  = ( ( ), ( ))F K t L t  – интенсивность воспро-

изводства ВВП в момент времени t , 

( , )F K L aK bL  – линейная производственная 

функция, ( ) (0)exp( )L t L t  – уровень трудо-

вых ресурсов в момент времени t , ( )  – не-

контролируемое возмущение.  

Модель РСС динамики ВВП с равномер-

ным способом начисления амортизации в отно-

сительных, удельных показателях имеет вид 

( ) ( ) exp( { }) ([ ])k t k t t k t  = 

= ( ( )) ( )sf k t t , 0t , 

где ( ) ( ) ( )k t K t L t  – капиталовооруженность 

(фондовооруженность), ( ) ( ) / ( )v t V t L t  – по-

душевые, удельные инвестиции,  

( ( )) ( ( ), ( )) ( ) ( )f k t F K t L t L t ak t b   

– производительность труда, { }t  – дробная 

часть числа t , ( ) ( ) ( )t t L t . 

Запишем модель в виде периодического 

линейного уравнения первого порядка относи-

тельно капиталовооруженности ( )k t : 

( ) ( ) ( ) exp( { }) ([ ])k t sa k t t k t

( )sb t , 0t . 

На отрезке [0,1] фундаментальное 

решение )(1 tk  этого уравнения имеет вид:  

))((exp))/((1=)(1 tsasatk + 

+ )(exp)/( tsa , 

откуда  

)(exp)/()(exp))/((1=(1)1 sasasak . 

Таким образом, экспоненциальная 

устойчивость тривиального решения уравнения 

будет при выполнении неравенства 

1|<)(exp)/()(exp))/((1| sasasa . 

Неустойчивость нулевого решения будет иметь 

место при 

1|>)(exp)/()(exp))/((1| sasasa , 

устойчивость (не экспоненциальная)  при 

1|=)(exp)/()(exp))/((1| sasasa . 

В последнем случае однородное уравнение 

будет иметь периодические решения. 

Рассмотрим несколько примеров 

применения теоремы 4 из статьи [2] для 

исследования устойчивости решений 

нелинейных периодических ЛФДУП, 

возникающих при макромоделировании задач 

экономики. 

Нелинейное скалярное функционально-

дифференциальное уравнение 

( )( ) ( )( ) ( )Lx t Fx t f t , 0t  

будем называть локально C устойчивым в 

окрестности тривиального решения (будем го-

ворить, что уравнение обладает локальным  C – 

свойством), если существует такое 0 0 , что 

для любой пары RLaf , , 
0|| ||Lf  

0| |  существует единственное решение 

x C  задачи Коши Lx Fx f , )0(x , и это 

решение по норме C  непрерывно зависит от 

{ , }f  по норме RL . 
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Здесь L  – пространство измеримых и 

существенно ограниченных функций 

Ra,:f  с нормой  

|| || vraisup | ( ) |L
t a

f f t , 

C   пространство непрерывных и ограничен-

ных функций Ra,:u  с нормой 

|| || sup | ( ) |C
t a

u u t . 

3.5. Нелинейная модель Филлипса – Гуд-

вина динамики ЧВП 

Модифицированный вариант модели А. 

Филлипса и Р.М. Гудвина в обозначениях ста-

тьи принимает вид  

( ) ([ ] )TY t Y t T T  = ( ) ( ) ( )cY t I t A t , 0t .(5) 

Здесь в обозначении примеров 3.1 и 3.2: 

( )Y t  – интенсивность воспроизводства ЧВП в 

момент времени t ; ( )cY t  – интенсивность ин-

дуцированного непроизводственного потребле-

ния в момент времени t ; c  – предельная 

склонность к потреблению; ( )I t  – интенсив-

ность индуцированных инвестиций, которая в 

каждый момент времени t  определяется через 

нелинейный акселератор ( )I t  = ( ( ))Y t  + 

( )t ; ( )  – непрерывно дифференцируемая 

функция нелинейного акселератора индуциро-

ванных инвестиций, причем (0) 0 , 

0d dY ; ( )  – неконтролируемое возму-

щение; T  – лаг запаздывания воспроизводства 

ЧВП; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x vA t C t I t E t G t  

 – сумма интенсивностей автономного потреб-

ления, автономных инвестиций, чистого экспор-

та и государственных закупок в момент времени 

t.  

В этой модели за основу берется макро-

экономическое тождество ( )DY t  = ( )C t  + 

( ) ( ) ( )x vI t E t G t , где ( )DY t  – интенсивность 

спроса на ЧВП в момент времени t . Дифферен-

циальное уравнение модели возникает в резуль-

тате запаздывания воспроизводства ЧВП ( )Y t  с 

лагом T  по отношению к спросу на ЧВП ( )DY t , 

а также вследствие эффекта акселерации. Обо-

значим 
0

|
Y

d dY B . 

В окрестности нуля для уравнения (5) 

линейное однородное уравнение первого 

приближения имеет вид  

( ) ( ) ([ ] ) ( ) 0T B Y t Y t T T cY t , 0t . (6) 

В примере 3.2 установлено, что 

тривиальное решение уравнения (6) 

экспоненциально устойчиво тогда и только 

тогда, когда BT > . Тогда из работ А.И. 

Башкирова (см., например, [10, 11]) следует, что 

функция Коши этого уравнения имеет 

экспоненциальную оценку с отрицательным 

показателем. Отсюда следует, что 

C устойчивость уравнения (6) [1]. А значит, в 

силу теоремы 4 из статьи [2] уравнение (5) 

локально C устойчиво в окрестности нулевого 

решения. 

3.6. Нелинейная односекторная модель 

динамики ВВП с равномерным способом начис-

ления амортизации 

Модифицированная модель динамики 

ВВП имеет вид 

    ( ) ([ ]) ( ) ( ) ( )K t K t V t A t t , 0t .     (7) 

Здесь в обозначениях примера 3.3: ( )K t  – 

уровень ОПФ (производственного капитала) в 

момент времени t ;  – норма амортизации 

ОПФ; ( ) ( )V t aX t  – интенсивность ввода ре-

альных валовых инвестиций в ОПФ в момент 

времени t ; a  – норматив инвестиций в ОПФ; 

( )X t  = ( ( ))F K t  – интенсивность воспроизвод-

ства ВВП в момент времени t ; ( )F  – однофак-

торная непрерывно дифференцируемая произ-

водственная функция, причем (0) 0F , 

0dF dK ; ( )A t  – интенсивность автономных 

инвестиций в момент времени t ; ( )t  – некон-

тролируемое возмущение. 

Обозначим vdKdF =(0)/ . В окрестности 

нуля для уравнения (7) линейное однородное 

уравнение первого приближения имеет вид  

        0.0,=)(])([)( ttavKtKtK          (8) 

В примере 3.3 установлено, что 

тривиальное решение уравнения (8) 

экспоненциально устойчиво тогда и только 

тогда, когда av> . Тогда из работ А.И. 

Башкирова (см., например, [10, 11]) следует, что 

функция Коши этого уравнения имеет 

экспоненциальную оценку с отрицательным 

показателем. Отсюда следует C устойчивость 

уравнения (8) [1]. А значит, в силу теоремы 4 из 

статьи [2] уравнение (7) локально C устойчиво 

в окрестности тривиального решения. 

3.7. Неоклассическая нелинейная одно-

секторная модель РСС динамики ВВП с равно-

мерным способом начисления амортизации 

Модифицированная модель РСС в абсо-

лютных показателях имеет вид 

( ) ([ ]) ( ) ( )K t K t V t t , 0t . 

Здесь в обозначениях примера 3.4: ( )K t  – 

уровень ОПФ в момент времени t ;  – норма 

амортизации ОПФ; ( ) ( )V t sX t  – интенсив-

ность ввода реальных валовых инвестиций в 

ОПФ в момент времени t ; s  – предельная 

склонность к сбережению (инвестированию) по 

отношению к ВВП; ( )X t  = ( ( ), ( ))F K t L t  – ин-
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тенсивность воспроизводства ВВП в момент 

времени t ; ( , )F K L  – дважды непрерывно диф-

ференцируемая линейно однородная производ-

ственная функция, причем (0, ) 0F L  и 

( ,0) 0F K , 0F K  0F L ; 

( ) (0) tL t L e  – уровень трудовых ресурсов в 

момент времени t ; ( )t  – неконтролируемое 

возмущение. 

Модифицированная модель РСС динами-

ки ВВП с равномерным способом начисления 

амортизации в относительных, удельных пока-

зателях имеет вид 

( ) ( ) exp( { }) ([ ])k t k t t k t   

                  ( ( )) ( )sf k t t , 0t ,                 (9) 

где }{t  – дробная часть числа t , 

)()/(=)( tLtt . 

Пусть 
*k  – какое-либо 1 периодическое 

решение уравнения (9) при некотором 
1 периодическом измеримом и существенно 

ограниченном возмущении 
*

. Тогда функция 

*= kkx  является решением уравнения  

=])([}){(exp)()( txttxtx  

= ( ( ) ( ))sf x t k t  + 

        + ( )t  – ( ( ))sf k t  – ( )t , 0t .       (10) 

В окрестности тривиального решения 

уравнения (10) линейное однородное уравнение 

первого приближения имеет вид  

)()))((()( * txtkfstx  + 

      + 0.0,=])([}){(exp ttxt             (11) 

Аналогично примеру 3.4 на отрезке [0,1] 

фундаментальное решение )(1 tx  этого 

уравнения имеет вид  

)))(((exp=)( *

0

1 tdkfstx

t

).)))(((exp(1 11
*

00

ddkfs

t

 

Отсюда следует, что тривиальное 

решение уравнения (11) экспоненциально 

устойчиво тогда и только тогда, когда 

выполнено неравенство  

|<1)))(((exp| 11
*

0

1

0

ddkfs

).))(((exp< *

1

0

dkfs  

В случае выполнения последнего 

неравенства из работ А.И. Башкирова (см., 

например, [10, 11]) следует, что функция Коши 

этого уравнения имеет экспоненциальную 

оценку с отрицательным показателем. Отсюда 

следует C устойчивость уравнения (11) [1]. А 

значит, в силу теоремы 4 из статьи [2] 

уравнение (10) локально C устойчиво в 

окрестности тривиального решения. 

Заметим, что существование 

1 периодического решения 
*k  можно 

получить с помощью теорем об интегральных 

или функционально-интегральных неравенствах 

(см., например, [3, 24]). 

Пусть 
*k  – какое-нибудь положительное 

и ограниченное на )[0,  решение уравнения (9) 

при некотором измеримом и существенно 

ограниченном возмущении 
*

. Введем отрезок 

],[ , где 
0

min ( )
t

k t , 
0

max ( )
t

k t . Тогда в 

окрестности тривиального решения уравнения 

(10) линейное однородное уравнение первого 

приближения имеет вид  

)()))((()())(( txtkfstxtLx  + 

     + 0.0,=])([}){(exp ttxt         (12) 

Сопоставим уравнение (12) с 

минорантным уравнением  

)())(()())(( txfstxtxLm  + 

           + 0.0,=])([}){(exp ttxt           (13) 

Сопоставим уравнение (12) с 

мажорантным уравнением 

)())(()())(( txfstxtxLm
 + 

           + 0.0,=])([}){(exp ttxt           (14) 

Нетрудно доказать, что если ( )x t  – реше-

ние уравнения (12) при начальном условии 

0(0)x x , то оно удовлетворяет двухсторонней 

оценке ( ) ( ) ( )m

mx t x t x t . Здесь ( )mx t  – реше-

ние уравнения (13) при начальном условии 

0(0)m mx x , ( )mx t  – решение уравнения (14) 

при начальном условии 
0(0)m mx x . Причем  

0 0 0

m

mx x x . 

Нужно установить, что уравнение (14) 

экспоненциально устойчиво.  

В примере 3.4 установлено, что 

тривиальное решение уравнения (14) 

экспоненциально устойчиво тогда и только 

тогда, когда выполнено неравенство 

))((exp)))(/((1| fsfs  + 

+ 1|<)(exp))(/( fs . 

В случае выполнения последнего 

неравенства из работ А.И. Башкирова (см., 

например, [10, 11]) следует, что функция Коши 

уравнения (14) имеет экспоненциальную оценку 

с отрицательным показателем. Отсюда следует 

C устойчивость уравнения (14) [1]. А решения 

этого уравнение оценивают решения уравнения 

(12). Отсюда следует C устойчивость 

уравнения (12) [1]. Далее из сравнения функций 

Коши уравнения первого приближения (12) и 
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периодического мажоратного уравнения 

сравнения (14) в силу теоремы 4 из статьи [2] 

уравнение (10) локально C устойчиво в 

окрестности тривиального решения. 

Заметим, что существование 

ограниченного решения 
*k  можно получить с 

помощью теорем об интегральных или 

функционально-интегральных неравенствах 

(см., например, [3]). 

Историю вопроса об общем экономиче-

ском равновесии и современное состояние мо-

делей экономического роста можно посмотреть 

в статьях [42, 50]. 

Работа выполнена при финансовой под-

держке ЗАО «ПРОГНОЗ». 
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