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Динамические модели, рассматриваемые в этой работе, с одной стороны, представляют собой конкретную 

реализацию абстрактных функционально-дифференциальных уравнений. С другой стороны, они охватывают широ-

кий класс моделей, возникающих при исследовании реальных экономических и эколого-экономических процессов с 

учетом эффектов последействия (запаздывания) и импульсных возмущений (шоков), приводящих к скачкообразному 

изменению основных показателей функционирования изучаемой системы. Рассматриваемые модели содержат одно-

временно как уравнения, описывающие динамику показателей в непрерывном времени на конечном промежутке, так 

и уравнения с дискретным временем, характерным для эконометрических моделей. Для указанного класса систем 

исследуется вопрос о представлении решений, даются постановки краевых задач как задач о достижимости заданных 

значений показателей, задач управления и приводятся условия разрешимости этих задач в форме, допускающей эф-

фективное исследование с использованием современных компьютерных технологий. 
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       Введение  

В современных исследованиях по мате-

матической экономике все более ощущается 

потребность в более совершенных математиче-

ских моделях. Это было предсказано В. Леонть-

евым еще в 1953 г. [12, c.101]: «Некоторые из 

структурных отставаний (лагов), встречающих-

ся в текущих описаниях эмпирических взаимо-

отношений между затратами производства и 

выпуском продукции, включают, например, 

наличие причинности, действующей в проме-

жутке времени – некоторого мистического вза-

имоотношения, которое при более тонком и 

детальном рассмотрении может свестись к ин-

туитивно более удовлетворительной и матема-

тически более удобной дифференциальной 

формулировке». 

Наиболее популярным в теоретических 

и прикладных исследованиях является класс 

моделей динамики с дискретным временем и 

постоянными параметрами (коэффициентами). 

В линейном случае такая модель имеет вид си-

стемы разностных уравнений:  

       
1

=1 =1

( ) = ( ) ( ) ( ), = 0,1, , ,
i i

i j j k k i

j k

z t B z t F u t f t i 


       (1) 

где 0 10 = < < < =t t t T , векторная пере-

менная 1= col( , , )nz z z  (набор эндогенных 

переменных) описывает состояние моделируе-

мой системы в моменты времени it ; 

1= col( , , )ru u u  – набор экзогенных (в том 

числе управляющих) переменных, предыстория 

всех переменных считается заданной:  

( ) = ( ), ( ) = ( )z u      , если < 0 . 

Основная причина наибольшей распро-

страненности моделей (1) – детально разрабо-

танная теория идентификации таких моделей — 

эконометрика. В рамках эконометрического 

подхода получены ответы на многие вопросы, 

имеющие прямое отношение к обоснованию и 

оценке возможностей практического примене-

ния моделей векторной авторегрессии (VAR) 

[см., напр.:28], разработаны методы построения 

оптимальных точечных и интервальных оценок 

параметров (элементов матриц ,j kB F ) системы 
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(1), процедуры проверки гипотез о значимости 

этих параметров и требования к исходным дан-

ным, которые используются для идентификации 

модели. Принципиальный момент здесь — ги-

потеза о постоянстве параметров модели. Моде-

ли вида (1) составляют основу инструментария 

информационно-аналитических систем (ИАС), 

разрабатываемых компанией «Прогноз» (г. 

Пермь) [3, с.60-164; 6].     

Вопросы построения моделей с дис-

кретным временем и переменными коэффици-

ентами рассматриваются в рамках теории про-

томоделей, построенной В.Д. Фурасовым [21]. 

При этом из множества моделей, совместимых с 

наблюдаемыми вход-выходными последова-

тельностями, выделяются подмножества моде-

лей, обладающие специальными свойствами, и 

синтезируются уравнения протомоделей, по-

рождающих соответствующие подмножества 

моделей исследуемой системы. Эти модели ис-

пользуются, в частности, для исследования так 

называемых индексов развития динамических 

процессов и корректной формализации понятий 

спада и подъема. 

Задача построения моделей с непре-

рывным временем при условии непрерывных 

наблюдений может решаться на основе идеи 

операторной интерполяции, высказанной Н.В. 

Азбелевым в 1988 г. Таким задачам в рамках 

функционально-дифференциальных моделей с 

последействием посвящен цикл работ С.Ю. 

Култышева и Л.М. Култышевой [9, 10, 11]. От-

метим также новый подход к построению диф-

ференциальных уравнений произвольных дина-

мических процессов, предлагаемый в работе 

[19]. 

Оставляя в стороне вопросы обоснова-

ния выбора и построения упомянутых моделей, 

мы сосредоточимся на проблеме синтеза моде-

лей с дискретным временем и функционально-

дифференциальных моделей с непрерывным 

временем. Один из основных аспектов этой 

проблемы — возможность использовать в пол-

ной мере отдельно полученные к настоящему 

времени теоретические результаты для функци-

онально-дифференциальных моделей [1, 2, 27] и 

для моделей в форме разностных уравнений [4, 

5, 24]. Термин «гибридные» по отношению к 

системам уравнений и моделям используется 

достаточно широко и нередко в различных 

смыслах [см., напр.: 22, 23, 15, 16, 17]. В нашем 

случае он кажется вполне уместным. Напомним, 

что «гибрид» (от лат. hibrida – помесь) — орга-

низм, полученный в результате скрещивания 

генетически различающихся родительских форм 

(видов, линий и др.)» [20]. Вопрос о существен-

ности генетических различий разностных урав-

нений и уравнений дифференциальных (и их 

обобщений) имеет философский подтекст. При-

ведем в связи с этим высказывание А.Н. Колмо-

горова: «Весьма вероятно, что с развитием со-

временной вычислительной техники будет по-

нятно, что в очень многих случаях разумно изу-

чение реальных явлений вести, избегая проме-

жуточный этап их стилизации в духе представ-

лений математики бесконечного и непрерывно-

го, переходя прямо к дискретным моделям» [8, 

c.28]. 

Динамические модели, рассматривае-

мые в этой работе, с одной стороны, представ-

ляют собой конкретную реализацию абстракт-

ных функционально-дифференциальных урав-

нений. С другой стороны, они охватывают ши-

рокий класс моделей, возникающих при иссле-

довании реальных экономических и эколого-

экономических процессов с учетом эффектов 

последействия (запаздывания) и импульсных 

возмущений (шоков), приводящих к скачкооб-

разному изменению основных показателей 

функционирования изучаемой системы. Рас-

сматриваемые модели содержат одновременно 

как уравнения, описывающие динамику показа-

телей в непрерывном времени на конечном 

промежутке, так и уравнения с дискретным 

временем, характерным для эконометрических 

моделей. Для указанного класса систем иссле-

дуется вопрос о представлении решений, ста-

вятся краевые задачи о достижимости заданных 

значений показателей, задачи управления и 

приводятся условия неразрешимости этих задач 

в форме, допускающей эффективное исследова-

ние с использованием современных компьютер-

ных технологий. 

 

1. Предварительные сведения. Функ-

ционально-дифференциальные уравнения с 

импульсным воздействием 
Приведем здесь необходимые для даль-

нейшего сведения из [1, 2, 26, 27]. 

Обозначим через = [0, ]n nL L T  про-

странство суммируемых функций 

:[0, ] nv T R  с нормой 

0

= | ( ) |

T

n nL
v v s dsP P , 

где | |n  — норма в 
nR  (далее, если размерность 

пространства очевидна, индекс у нормы будем 

опускать). 

Зафиксируем отрезок [0, ]T R  и ко-

нечное множество точек 

1 1{ , , }, 0 < < <m m T     и, следуя А.В. 

Анохину [7], введем пространство ( )nDS m  

кусочно абсолютно непрерывных функций 

:[0, ] ny T R , представимых в виде 

[0
=1

( ) = ( ) (0) ( ) ( ),
, ]

mt

k
kk

y t v s ds y t y
T

     (2) 

где 
nv L , ( ) = ( ) ( 0)k k ky y y     , 
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[ , ] ( )T
k

t  — характеристическая функция от-

резка [ , ]k T . 

Элементы пространства ( )nDS m  — это 

функции, абсолютно непрерывные на каждом из 

промежутков 1 1 2[0, ), [ , ), ,[ , ]m T     и непре-

рывные справа в точках 1, , m  .  

Если норма в ( )nDS m  определяется 

равенством  

( )
=1

= | (0) | | ( ) | ,n

m

n n k nDS m L
k

y y y y   P P P P  

то ( )nDS m  — банахово пространство. 

Сделаем несколько замечаний об изу-

чении импульсных систем с использованием 

пространства ( )nDS m . Подход к изучению 

дифференциальных уравнений с разрывными 

решениями связан с теорией так называемых 

«обобщенных дифференциальных уравнений», 

предложенной J. Kurzweil [29]. К настоящему 

времени эта теория хорошо разработана [см., 

напр.: 32, 25]. Согласно принятому подходу им-

пульсные уравнения рассматриваются в классе 

функций ограниченной вариации. В этом случае 

под решением понимается функция ограничен-

ной вариации, удовлетворяющая интегральному 

уравнению с интегралом Лебега-Стильтьеса или 

Перрона-Стильтьеса. Интегральные уравнения в 

пространствах функций ограниченной вариации 

представляют интерес сами по себе и детально 

изучаются  [см. 33]. Напомним, что функция 

ограниченной вариации представима в виде 

суммы абсолютно непрерывной функции, раз-

рывной функции и сингулярной компоненты 

(непрерывной функции с производной, равной 

нулю почти всюду). Решения уравнений со 

скачками, рассматриваемые ниже, не содержат 

сингулярной компоненты и могут терпеть раз-

рывы только в конечном числе заданных точек. 

Эти уравнения рассматриваются в пространстве 

( )nDS m  – конечномерном расширении тради-

ционного пространства абсолютно непрерыв-

ных функций. Такой подход к уравнениям со 

скачками был предложен в [7]. Он не использу-

ет сложную теорию обобщенных функций и 

находит много приложений в тех случаях, когда 

вопрос о сингулярной компоненте не возникает. 

Рассмотрим в пространстве ( )nDS m  

уравнение [14]: 

 

1 1

0
0

1

=1

( ) = ( , ) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ), [0, ].

t

m

k k

k

y t K t s y s ds A t y

A t y f t t T

 

   




       (3) 

 

Здесь элементы 
1 ( , )ijk t s  ядра 

1( , )K t s  

измеримы на множестве {( , ) :0 }t s s t T„ „ „  и 

имеют общую, суммируемую на [0, ]T , мажо-

ранту:  
1 ( , ) ( ) , =1, , , [0, ],ijk t s t i j n t T „  

а ( )n n -матрицы 
1 1

0 , , mA A  имеют суммируе-

мые на [0, ]T  элементы. Уравнение (3) охваты-

вает дифференциальные уравнения с сосредото-

ченным или распределенным запаздыванием и 

интегродифференциальные системы Вольтерра. 

Напомним [1, 2], что пространство 

( )nDS m  изоморфно прямому произведению 

n n mnL R  , изоморфизм ={ , }:J    

( )n n mn nL R DS m  задается равенствами  

0

( )( ) = ( ) ; ( )( ) = ( ) ,

t

v t v s ds t t     

где 
[ [

1

( ) = , ( ), , ( )
, ] , ]n n n

m

t E E t E t
T T 

     
 

, 

n mnR  , nE  – единичная ( )n n -матрица. 

Обратный оператор 
1 =[ , ]: ( )n n n mnJ r DS m L R    определяет-

ся равенствами 

1= ; = col( (0), ( ), , ( )).my y ry y y y     

 

Тогда  

= .y y ry                                     (4) 

Уравнение (3) является частным случа-

ем линейного абстрактного функционально-

дифференциального уравнения (АФДУ) 

= ,y L                                                 (5) 

где : ( )n nDS m LL  – линейный ограни-

ченный оператор. Применяя оператор L  к обе-

им частям равенства (4), получим  

   = = = .y y ry Q y Ary f    L L L (6) 

Оператор = : n nQ L L L  называют главной 

частью оператора L , а = : n mn nA R L L  

— конечномерной частью оператора L . В 

уравнении (3) оператор Q  является вольтерро-

вым:  

1

0

( )( ) = ( ) ( , ) ( )

t

Qv t v t K t s v s ds   

и обратимым. Обратный оператор 
1Q
 имеет 

представление  

1

0

( )( ) = ( ) ( , ) ( ) ,

t

Q f t f t R t s f s ds    

где ( , )R t s  – резольвентное ядро, соответству-

ющее ядру 
1( , )K t s . Оператор A   в (6) для 



Гибридные модели в задачах экономической динамики 

 

16 

уравнения (3) задается матрицей 
1 1 1

0 1= ( , , , )mA A A A   . 

Получим представление решения урав-

нения (3). Применим 
1Q
 к обеим частям по-

следнего равенства в выражении (6):  
1 1=y Q f Q Ary    

и проинтегрируем полученное равенство от 0 до 

t :  

1 1

0 0 0

( )( ) = ( )( ) ( )( ) .

t t t

y s ds Q f s ds Q A s ds ry       

Так как 

0

( )( ) = =

t

y s ds y y ry   , то  

  

 

1 1

0 0

1

0

( ) = ( ) ( )( ) ( )( ) =

= ( ) ( ) ( )( ) .

t t

t

y t t Q A s ds ry Q f s ds

t X t ry Q f s ds

 



 
    
 

  

 



 (7) 

Каждый столбец ( )ix t  ( ( ))n n mn  -

матрицы  

1

0 0 0

( ) = ( )( ) = ( ) ( , ) ( )

t t s

X t Q A s ds A s R s A d ds  
  

   
  

    

является решением задачи Коши 

1

0

( ) = ( , ) ( ) ( ),

(0) = 0, [0, ],

t

ix t K t s x s ds a t

x t T





      (8)   

где ( )ia t  – i -й столбец матрицы A . 

Однородное уравнение (3) 

( ( ) = 0, [0, ])f t t T  в силу представления (7) 

имеет фундаментальную матрицу ( )Y t  размер-

ности ( )n n mn  :  

( ) = ( ) ( ).Y t t X t   

Решение уравнения (3) с начальными 

условиями  

1(0) = 0, ( ) = 0, , ( ) = 0my y y    

имеет представление  

   1

1 1

0 0

( ) = ( ) = ( ) = ( , ) ( ) ,

t t

y t Q f s ds C f t C t s f s ds

 

где 1( , )C t s  — матрица Коши [12, 13]. Эта мат-

рица является решением матричного уравнения  

1 1

1 1( , ) = ( , ) ( , ) ( , ), 0

t

s

C t s K t C s d K t s s t T
t

  


 


  „ „ „

 

с условием 1( , ) = nC s s E . 

Матрица 1( , )C t s  выражается через ре-

зольвентное ядро ( , )R t s :  

1( , ) = ( , ) .

t

n

s

C t s E R s d    

В самом деле, 

 1

1

0 0 0 0

0 0 0

( , ) ( ) = ( ) = ( ) ( , ) ( ) =

= ( ) ( , ) ( ) = ( , ) ( ) .

t t t s

t t t t t

n

s

C t s f s ds Q f s ds f s R s f d ds

f s ds R s ds f d E R s d f s ds


  

    


  

 
  

  
  

  

   

   

 

Общее решение уравнения (3) имеет 

вид  

1

0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,

t

y t Y t C t s f s ds            (9) 

где 
n mnR   – произвольный вектор. Это 

представление позволяет свести исследование 

краевых задач и задач управления к исследова-

нию систем линейных алгебраических уравне-

ний. 

Рассмотрим общую линейную краевую 

задачу для уравнения (3):  

1 1

0

0

1

=1

( ) = ( , ) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ), [0, ],

= ,

t

m

k k

k

y t K t s y s ds A t y

A t y f t t T

y





 

   




         (10) 

где : ( )n n mnDS m R   — линейный ограни-

ченный вектор-функционал. Всякий такой век-

тор-функционал имеет представление  

0

=10

= ( ) ( ) (0) ( ).

T m

k k

k

y s y s ds y y        

Здесь элементы (( ) )n mn n  -

матрицы   измеримы и ограничены в суще-

ственном, 0 , , m   — постоянные 

(( ) )n mn n  -матрицы. 

Применяя вектор-функционал  к обе-

им частям (9), получим систему линейных ал-

гебраических уравнений относительно вектора 

 :  
( )

0

= ( , ) ( ) = .y Y C s f s ds 
  

  
  
  

Таким образом, необходимое и доста-

точное условие однозначной разрешимости кра-

евой задачи (3), (9) имеет вид:  

det 0.Y   

Рассмотрим задачу управления  

   

 

1 1 1

0

=10

( ) = ( , ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )

( ) ( ), [0, ]

t m

k k

k

y t K t s y s ds A t y A t y

u t f t t T

   

  



F

 (11) 

     0(0) = , = .Ny y R               (12) 

В уравнении (11) 2: [0, ] [0, ]r nL T L TF  – ли-

нейный ограниченный оператор, 2

rL  – про-
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странство функций :[0, ] ru T R , суммируе-

мых с квадратом, с нормой 
2

= < , >rL
u u u , 

где 
T

0

< , >= ( ) ( )

T

u v u s v s ds , 
T  – знак транспо-

нирования. 

Запишем решение уравнения (11), ис-

пользуя формулу (9):  

 

0 1

0

1

0

( ) = ( ) col( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ,

t

t

y t Y t C t s f s ds

C t s u s ds

   





 F

 

где  1= col ( ), , ( )my y    . Применим к 

последнему равенству вектор-функционал :  

 

 

( )

0 1

0

( )

1

0

= ( ) col( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) .

y Y C s f s ds

C s u s ds

 




  
    

  

  
  

  



 F

 

Для первого слагаемого имеем:  

  0 0

=10

( ) col( , ) = ( ) ( ) (0) [ ( ) ( 0)]

T m

k k k

k

Y Y d Y Y Y      
  

        
  



 0 1 0 2 0 0

=1

col , = ( ),
m

k k

k

y y            

где ( ( ))N n mn  -матрица 

 1 2

0

= ( ) ( ) = ,

T

Y d      , 1  — ( )N n -

матрица, состоящая из первых n  столбцов мат-

рицы  , для второго слагаемого имеем:  
( )

1

0 0 0

( , ) ( ) = ( ) ( , ) ( ) ( ) =

T

C s f s ds C s f s ds f d



   


      
     

     
  

0 0 0

= ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ) ( ) ,

T T T T

s

s f s ds C s d f s ds V s f s ds  



   

  

 где ( ) = ( ) ( ) ( , )

T

s

V s s C s d  



   

 . 

Таким образом,  

   

 

2 1

0

1 0 0

0

, , ( ) ( )

( ) ( ) .

T

m

T

V s u s ds

V s f s ds



 

       

    





F

 (13) 

Запишем 

0

( )( )( )

T

V s u s ds F  в виде  

*

0

( )( ) ( ) ,

T

V s u s ds F  

где    
* *

*

1 2: n rL LF  – сопряженный к F  

оператор. 

Будем искать управление u  в виде ли-

нейной комбинации 
* T

=1

= [ ] ( ) =
N

i i

i

u V s d d wF , 

где iw  — i -й столбец матрицы 
* T[ ]VF . 

Напомним, что в силу теоремы об ортогональ-

ном разложении гильбертово пространство 2

rL  

можно представить как прямую сумму:  

2 1 1= ( , , ) ( , , ) ,r

N NL Sp v v Sp v v   

где 1( , , )NSp v v  – линейная оболочка элемен-

тов 1( , , )Nv v , а 1( , , )NSp v v 
 — ее ортого-

нальное дополнение. Запишем (13) как систему 

линейных алгебраических уравнений относи-

тельно ( )mn N  — вектора col( , )d , 

mnR  , 
Nd R :  

          

 

 

2 1

1 0 0

0

( , , ) =

( ) ( ) ,

m

T

Md

V s f s ds



 

    

    
      (14) 

где ( )N N -матрица M  определена равен-

ством 
T

* *

0

= ( ) ( )

T

M V s V s ds       F F . 

Тогда разрешимость задачи управления 

(11) – (12) равносильна разрешимости системы 

(14) относительно вектора col( , )d . Каждое 

решение 0 0col( , )d ,  
1

0 0 0col( , , ),m    

системы (14) определяет решение задачи (11) – 

(12), включающее управление 

0 2

=1

= ,
N

r

i i

i

u d w u L , и скачки 

0( ) , =1, ,k

ky k m   . 

 

2. Предварительные сведения. Моде-

ли с дискретным временем 

Зафиксируем множество 

0 1 1={ , , , }, 0 < < < =J t t t t t T  . Через 

( )FD   обозначим пространство функций 

:z J R  с нормой:  

( )
=0

= | ( ) | .iFD
i

z z t



 P P  

Рассмотрим в пространстве ( )FD   

уравнение  

      
1

2

=0

( ) = ( ) ( ), =1, , ,
i

i i j j i

j

z t B z t g t i 


    (15) 

где 
2

ijB  — постоянные ( )  -матрицы. 
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Для разностного уравнения (15) можно 

записать разностные аналоги определений, за-

дач и утверждений п.1. [см.: 4]. 

Фундаментальная матрица однородного 

уравнения (15) ( ( ) = 0, = 0, , )ig t i   являет-

ся решением начальной задачи  
1

2

0

=0

( ) = ( ), =1, , , ( ) = .
i

i ij j

j

Z t B Z t i Z t E


  

Матрица Коши 2 ( , )C i j  определяется 

рекуррентными соотношениями 
1

2

2 2

=

( , ) = ( , ), 1 ,
i

ik

k j

C i j E B C k j j i 


 „ „ „  

и дает представление решения уравнения (11) 

при условии 0( ) = 0z t :  

   

2 2

=1

( ) = ( )( ) = ( , ) ( ), =1, , .
i

i j

j

z t C g t C i j g t j        (16) 

Как обычно, здесь и далее будем считать, что 

=

= 0
l

i

i k

F  для любых iF , если <l k . 

Таким образом, общее решение уравне-

ния (15) имеет вид  

    

 2( ) = ( ) ( ), = 0, , ,i i iz t Z t C g t i     (17) 

где R   – произвольный вектор. 

Представление (17), как и его аналог 

для функционально-дифференциального урав-

нения (9), позволяет свести вопрос о разреши-

мости краевой задачи и задачи управления к 

исследованию систем линейных алгебраических 

уравнений. 

Рассмотрим общую линейную краевую 

задачу для уравнения (15): 

        
1

2

=0

( ) = ( ) ( ), = 1, , ,

= ,

i

i ij j i

j

z t B z t g t i

z



 




  (18) 

где : ( )FD R     — линейный ограничен-

ный вектор-функционал. Всякий такой вектор-

функционал имеет представление:  

=0

= ( ),k k

k

z z t


   

где , = 0,1, ,k k   — постоянные ( )  -

матрицы. 

Применяя вектор-функционал   к обе-

им частям равенства (17), получаем систему 

линейных алгебраических уравнений относи-

тельно вектора  :  

 2

=0 =0

= ( ) ( ) =k k k k

k k

z Z t C g t
 

     

 

и критерий её однозначной разрешимости 

R  :  

=0

det ( ) 0.k k

k

Z t


   

Рассмотрим задачу управления  

    

 
1

2

=0

( ) = ( ) ( ) ( ), =1, , ,
i

i ij j i i

j

z t B z t Fu t g t i 


     (19) 

0( ) = , = ,Nz t z R                 (20) 

где линейный ограниченный оператор 

: ( ) ( )F FD FD    имеет представление:  

 
=1

( ) = ( ), =1, , .
i

i k k

k

Fu t F u t i   

Все решения задачи Коши (задачи (19) с 

начальным условием 0( ) =z t  ) имеют вид:  

   2 2( ) = ( ) ( ) ( ).i i i iz t Z t C g t C Fu t  

 

Применяя к последнему равенству век-

тор-функционал  , получаем  

2 2= = .z Z C g C Fu        

Все управления, решающие задачу Ко-

ши, — это решения системы  

2 = ,C Fu   

где 2= Z C g      , относительно u :  

2 2

=1 =1 =1

= ( , ) ( ) = = ,
ji

i k k

i j k

C Fu C i j F u t H U


     

 

где H – матрица размерности ( )N  , 

1= ( ( ), , ( ))U col u t u t  – вектор размерности 

 , 
NR  . 

Будем искать управление в виде  

T T

=1

= = ( ) ,
N

i i

i

U H d H d  

где 
T( )iH  – i -й столбец матрицы 

TH . 

Тогда критерий разрешимости задачи 

управления (19)–(20) имеет вид:  
Tdet( ) 0.HH   

 

3. Гибридные модели 

Мы рассмотрели уравнение (3), описы-

вающее динамику показателей, входящих в 

( )y t , в непрерывном времени на конечном 

промежутке, и уравнение с дискретным време-

нем (15), характерное для эконометрических 

моделей. Запишем уравнения (3) и (15) в опера-

торной форме:  

11

22

=

=

y y f

z z g





T

T
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где 11 : ( ) ;n nDS m LT  и 

22 : ( ) ( )FD FD  T  – линейные ограни-

ченные операторы:  

   

1 1

11 0
0

1

=1

( )( ) = ( , ) ( ) ( ) (0)

( ) ( ), [0, ],

t

m

k k

k

y t K t s y s ds A t y

A t y t T

 

  





T

  ( 11T ) 

           
1

2

22

=0

( )( ) = ( ), =1,..., .
i

i ij j

j

z t B z t i 


T     ( 22T ) 

Введем связывающие операторы 

12 : ( ) nFD L  T  и 21 : ( ) ( )nDS m FD  T :  

1

12

{ :
1

( )( ) = ( ) ( ), [0, ],

}
j j

j t
j

z t B t z t t T

t



 
T  ( 12T ), 

где элементы матриц 
1 , = 0,,..., ,jB j   суммиру-

емы на [0, ]T , 1 0  ; 

2 2 2

21 0
0

2

=1

( )( ) = ( ) ( ) (0)

( ), = 0,1,..., ,

t
i

i i i

m

ik k

k

y t K s y s ds A y

A y i 



 

 





T

     ( 21T ) 

где элементы матриц 
2

iK  измеримы и ограни-

чены в существенном на [0, ]T  и 
2

ikA  – посто-

янные ( )n  -матрицы, = 0,1,..., ,i   

= 0,1,..., ,k m  2 0  . 

Рассмотрим систему, включающую од-

новременно уравнения обоих типов:  

11 12

21 22

= ,

= .

y y z f

z y z g

 

 

T T

T T
             (21) 

Систему (21) естественно назвать «гибридной» 

системой или системой непрерывно-дискретных 

функционально-дифференциальных уравнений. 

Применим представления (9) и (17) к 

первому и второму уравнениям системы (21) 

соответственно:  

1 12 1

2 21 2

= ,

= ,

y Y C z C f

z Z C y C g





 

 

T

T
                (22) 

или  

1 12

2 21

1

2

0
=

0

0
,

0

I C y Y

C I Zz

C f

C g





      
        

      

   
    

  

T

T
(23) 

где I  – единичный оператор в соответствую-

щем пространстве. 

Для получения представления общего 

решения системы (21) и записи равенств, опре-

деляющих фундаментальную матрицу и опера-

тор Коши системы (21), решим (23) относитель-

но вектора  = ,x col y z . Для этого воспользу-

емся следующей леммой.   

Лемма. Пусть 1  и 2  в определении 

операторов 12T  и 21T  таковы, что  

1 2 0.                                        (24) 

 

Тогда оператор  

 

1 12

2 21

= : ( ) ( )

( ) ( )

n

n

I C
P DS m FD

C I

DS m FD









 
  

 

 

T

T  

обратим.   

Доказательство. Легко проверить, что 

линейный оператор =
I A

M
B I

 
 
 

 с линейными 

операторами :A Z Y  и :B Y Z  (Y  и Z  – 

банаховы пространства) обратим, если оператор 

( ) :I BA Z Z   имеет обратный оператор 

1( ) :I BA Z Z  . При этом также существу-

ют обратные операторы 
1( )I AB   и  

1 1

1

1 1

( ) ( )
= .

( ) ( )

I AB I AB A
M

B I AB I BA

 



 

   
 
   

 

В условиях леммы оператор 

2 21 1 12= : ( ) ( )BA C C FD FD  T T  является 

 -вольтерровым [13, c.106] оператором с 

1 2=     и, следовательно, нильпотентным 

оператором. Таким образом, спектральный ра-

диус оператора BA  равен нулю.                     □ 

В дальнейшем будем предполагать, что 

условие (24) выполнено. Тогда из (23) получаем  

         

11 12

21 22

11 12 1

21 22 2

0
=

0

0
,

0

H Hy Y

H Hz Z

H H C f

H H C g





      
        

      

     
       

    

    (25)     

где 
1 1

11 1 12 2 21 12 1 12 2 21 1 12

1 1

21 2 21 1 12 2 21 22 2 21 1 12

= ( ) ; = ( ) ;

= ( ) ; = ( ) .

H I C C H I C C C

H C I C C H I C C

 

 

  

 

T T T T T

T T T T T
(26) 

Таким образом, общее решение 

= ( ) ( )n
y

x DS m FD
z

 
 

  
 

 системы (21) 

имеет вид: 

= ,
f

x
g





   
   

   
X C                          (27) 

фундаментальная матрица X  связана с фунда-

ментальными матрицами Y  и Z  равенством  
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11 12 11 12

21 22 21 22

= = .
H Y H Z

H Y H Z

   
   
   

X X
X

X X
      (28) 

Оператор Коши C  выражается через 

операторы Коши 1C  и 2C  равенством  

      

11 1 12 2 11 12

21 1 22 2 21 22

= = .
H C H C

H C H C

   
   
   

C C
C

C C
       (29) 

 

4. Краевые задачи для гибридных 

моделей 

Общей линейной краевой задачей назы-

вается система (21) вместе с линейными огра-

ничениями  

= = , ,N
y

x R
z

 
 

 
 

              (30) 

где : ( ) ( )n NDS m FD R    – линейный 

ограниченный вектор-функционал, имеющий 

представление:  

0
0

=1 =0

= ( ) ( ) (0)

( ) ( ).

T

m

k k j j

k j

y
s y s ds y

z

y z t




 
   

 

    



 

            (31) 

 Здесь k , = 0,1, ,k m  – постоянные 

( )N n -матрицы; j , = 0,1, ,j   – посто-

янные ( )N  -матрицы;   – ( )N n -матрица 

с измеримыми и ограниченными в существен-

ном на [0, ]T  элементами. Предполагается, что 

компоненты : ( ) ( )n

i DS m FD R   , 

=1, ,i N , вектор-функционала 

 1= , , Ncol  линейно независимы. 

Отметим, что в виде выражения (31) 

может быть записана, в частности, совокупность 

начальных условий 0(0) =y y  и условий на ве-

личину скачков ( ) = ( ) ( 0)k k k ky A y      и 

др., встречающиеся во многих работах [см., 

напр.: 22]. 

При условии =N n mn    краевая 

задача (21),(30) однозначно разрешима при лю-

бых ,f g  тогда и только тогда, когда ( )N N -

матрица  

 1= , , ,n mn  X X X             (32) 

где 
jX  – j -й столбец X , невырождена, т. е. 

det 0.X                                         (33) 

 

Таким образом, справедлива   

Теорема 1: Пусть =N n mn   . Тогда крае-

вая задача (21),(30) однозначно разрешима при 

любых ,f g  тогда и только тогда, когда выпол-

нено условие (33), где ( )N N -матрица X  

определяется равенствами (32),(31),(28),(26).   

 

5. Задачи управления для гибридных 

моделей 

Запишем гибридную систему (21) в ви-

де  

= ,x x                          (34) 

где = ( ) ( )n
y

x DS m FD
z

 
 

  
 

,    

= ( )n
f

L FD
g

 
 

  
 

,  

11 12

21 22

= , = : ( ) ( )

( )

n

n

y
x DS m FD

z

L FD





 



   
     

  

 

T T

T T

и рассмотрим гибридную систему управления  

= .x x Fu                                 (35) 

Здесь u H  – управление, H  – гильбертово 

пространство со скалярным произведением 

,  , : ( )nF H L FD    – линейный огра-

ниченный оператор, отвечающий за реализацию 

управляющих воздействий на систему. Зафик-

сируем целевой вектор-функционал 

: ( ) ( )n NDS m FD R   , представленный в 

виде (31). Назовем задачей управления относи-

тельно заданной системы ограниченных функ-

ционалов j ,  1, , =Ncol  для гибрид-

ной системы управления (35) задачу  

  

= ,

(0)
(0) = = ; =

(0)

n N

x x Fu

y
x R x R

z



 








  

   
    

   

  (36) 

как задачу выбора такого управления u H , 

что краевая задача  

= ,

(0) = ; =

x x Fu

x x

 






  

 
 
 

          (37) 

разрешима. Если такое управление существует 

для любых ( )nL FD   , 
nR , R  , 

NR  , то гибридная система управления (35) 

называется управляемой относительно вектор-

функционала . 

Получим условия разрешимости задачи 

управления (36) используя равенство (27), даю-

щее представление всех решений (35) с началь-

ными условиями (0) = ny R , (0) =z R  : 
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= .x Fu



 



 
 

  
 
 

X C C                (38) 

Здесь  1= ( ), , ( ) mn

mcol y y R      – про-

извольный вектор. Применяя вектор-

функционал  к обеим частям (38) и учитывая 

цель управления – доставление заданному 

функционалу x  значения 
NR   на траекто-

риях, определяемых системой (36), получаем 

уравнение  

=Fu



  



 
 

  
 
 

X C C              (39) 

относительно 
mnR   и u H . 

Сведем (39) к системе линейных алгеб-

раических уравнений. Заметим, что поскольку 

=j j F C  – линейный ограниченный функци-

онал, определенный на гильбертовом простран-

стве H , то найдется такое jv H , что 

= ,j jv u  (где  
*

=j jv FC , знак 
*  ис-

пользуется для обозначения сопряженного  опе-

ратора). 

Будем искать управление u  в виде ли-

нейной комбинации  

=1

=
N

i i

i

u d v  

(напомним, что гильбертово пространство H  

может быть представлено как прямая сумма 

 1 1( , , ) ( , , )N NSp v v Sp v v


 , где ( )Sp   – 

линейная оболочка соответствующих элемен-

тов). Получим, что  

= ,Fu VdC                                        (40) 

где  
, =1, ,

= ,i j
i j N

V v v  – ( )N N -матрица 

Грама для системы 1, , Nv v H . 

Запишем матрицу X  в форме  

 = | | ,y z  X                          (41) 

где размерности матриц , ,y z    — 

( )N n , ( ( ))N mn  и ( )N   соответственно. 

Таким образом, вопрос о разрешимости 

задачи управления сведен к вопросу о разреши-

мости системы линейных алгебраических урав-

нений  

= y zVd        C       (42) 

Сформулируем этот результат в виде следую-

щей теоремы. 

 Теорема 2 (ср. c теоремой 2 [30]). Задача 

управления (36) для гибридной системы управ-

ления (35) разрешима тогда и только тогда, 

когда система линейных алгебраических урав-

нений (42) разрешима относительно ( )mn N -

вектора ( , )col d . Каждое решение 

0 0( , )col d , 
1

0 0 0= ( , , )mcol    системы (42) 

определяет управление, решающее задачу (36), 

содержащее импульсы 0( ) k

ky    , 

=1, ,k m , и управление u H , 

0=1
=

N

j jj
u d v .   

 

 

6. Доказательный вычислительный 

эксперимент 

Эффективное исследование поставлен-

ной задачи (краевой задачи (21),(30) или задачи 

гибридного управления (36)) основывается на 

исследовании системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ), =c X  для краевой 

задачи и (42) для задачи управления. Очевидно, 

что коэффициенты этих систем могут быть 

найдены только приближенно. Поэтому иссле-

дование разрешимости СЛАУ требует исполь-

зования специальной техники: так называемого 

доказательного вычислительного эксперимента 

(ДВЭ) [1, 2, 27, 18]. Как теоретические основы, 

так и практическая реализация ДВЭ требуют 

разработки специальных конструктивных мето-

дов, основанных на фундаментальных утвер-

ждениях общей теории и современном про-

граммном обеспечении. Основная задача таких 

методов – установить факт разрешимости зада-

чи. Затем, если это удалось, построить прибли-

женное решение с гарантированной оценкой 

погрешности. ДВЭ как инструмент исследова-

ния дифференциальных и интегральных моде-

лей активно разрабатывается в течение послед-

них двадцати лет. Существует несколько основ-

ных направлений исследования в этой области: 

изучение задачи Коши для обыкновенных диф-

ференциальных уравнений (ОДУ) и для некото-

рых классов уравнений в частных производных 

(УЧП) (H. Bauch, M. Berz, G. Corliss, Б.С. Доб-

ронец, E. Kaucher, W. Miranker); изучение крае-

вых задач для ОДУ и УЧП (С.К. Годунов, Н.А. 

Ронто, А.М. Самойленко, M. Plum); изучение 

интегральных уравнений (С.А. Колмыков, Ю.И. 

Шокин, З.Х. Юлдашев, R. Moor). Общая идея, 

лежащая в основе этих исследований, заключа-

ется в выполнении интервальных вычислений в 

конечномерных и функциональных простран-

ствах и применении специальной техники 

округления в ходе вычислений. Используемый 

нами подход [1,18] позволяет рассматривать 

существенно более широкий класс задач, име-

ющих такие особенности, как нелокальность 

операторов, наличие разрывных решений, нали-

чие оператора внутренней суперпозиции, крае-

вые условия общего вида. Кроме того, при та-
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ком подходе не используются интервальные 

вычисления, для которых характерен быстрый 

рост длины результирующего интервала. Вме-

сто этого используется арифметика рациональ-

ных чисел со специальной техникой направлен-

ного округления. Основная идея конструктив-

ного подхода заключается в том, что для исход-

ной задачи строится приближенная задача с 

точно известными параметрами, которые позво-

ляют провести доказательную вычислительную 

проверку условий разрешимости. Если прибли-

женная задача разрешима, итоговый результат 

зависит от близости к ней исходной задачи 

(напомним, что неравенство 
1|| ||<1/ || [ ] ||X X X  для приближений 

, X  к , X , означает, что X  обратима). 

Теоремы, лежащие в основе ДВЭ, допускают 

эффективную компьютерную проверку условий 

разрешимости исходной задачи. Если эти усло-

вия не выполняются, приходится строить новое, 

более точное приближение исходной задачи, и 

снова проверять эти условия. Реализация кон-

структивных методов в виде компьютерной 

программы (разумеется, такая программа ори-

ентирована на строго определенный класс за-

дач) позволяет изучать конкретную задачу, мно-

гократно повторяя ДВЭ. Теоретическое обосно-

вание и детали практической реализации ДВЭ 

для изучения функционально-

дифференциальных систем представлены в [18]. 

Ясно, что ДВЭ подразумевает построение и до-

статочно точную аппроксимацию основных па-

раметров СЛАУ с гарантированными оценками 

погрешностей. Эффективная доказательная 

(компьютерно-ориентированная) техника таких 

построений для определенных классов функци-

онально-дифференциальных уравнений пред-

ложена в [31] (см. также [27]). 

Работа выполнена при поддержке Рос-

сийского фонда фундаментальных исследова-

ний, грант № 10-01-96054. 
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